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За допомогою розробленого авторами методу визначено повні набори середніх резонансних параметрів S0, 
S1, '

0R , '
1R , S1,3/2 ядер титану й заліза з природним складом ізотопів. Їх визначення здійснено з аналізу середніх 

експериментальних диференціальних перерізів пружного розсіяння нейтронів в області енергії до 440 кеВ. Про-
ведено також аналіз рекомендованих параметрів та деяких літературних даних. 
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Вступ 
 
Визначенню середніх резонансних параметрів 

ізотопів титану й заліза з аналізу різних експери-
ментальних перерізів присвячено десятки робіт. 
За їх результатами створено рекомендовані пара-
метри S0, S1 і '

0R  [1]. Для зразків із природним 
складом ізотопів рекомендовані параметри відсу-
тні, хоча надійні дані наряду з даними для ізотопів 
можуть бути корисними. Зокрема, вони необхідні 
для вдосконалення теоретичних розрахунків за 
оптичною моделлю та для дослідження причин 
неузгодженості між цими розрахунками й реко-
мендованими параметрами. Особливо це стосу-
ється параметра S1, рекомендовані величини якого 
в ядер з А < 70 значно менші розрахованих.  

Повні набори середніх резонансних парамет-
рів S0, S1, '

0R , '
1R , S1,3/2 для ядер титану й заліза з 

природним складом ізотопів визначено лише в 
роботі [2]. Вони отримані з аналізу в рамках R-
матричної теорії середніх експериментальних 
диференціальних перерізів пружного розсіяння 
нейтронів низьких енергій [3]. Із рекомендованих 
для ізотопів цих ядер параметрів нами було ви-
рахувано середньозважені величини для зразків 
із природним складом ізотопів. Їх порівняння з 
даними роботи [2] показало, що в обох ядер між 
величинами параметрів S0 і S1 спостерігаються 
значні розбіжності. Це послужило стимулом для 
визначення нових наборів резонансних парамет-
рів із даних роботи [3] за допомогою розробле-
ного нами методу [4]. Раніше він був успішно 
використаний для визначення резонансних пара-
метрів парних ізотопів кадмію й олова [5]. Дета-
льно метод викладено в роботі [4], нижче корот-
ко описано лише його суть. 

 
Методика визначення середніх  

резонансних параметрів 
 

При енергіях до ~ 450 кеВ розсіяння нейтро-
нів ядрами здійснюється переважно з орбіталь-
ними моментами l = 0 і 1. У цьому випадку ди-
ференціальні перерізи пружного розсіяння мож-

на розкласти за поліномами Лежандра у вигляді 
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де – µ = cosθ; θ – кут розсіяння; σel – інтеграль-
ний переріз пружного розсіяння; Pl – поліноми 
Лежандра; ω1 і ω2 – коефіцієнти розкладу дифе-
ренціальних перерізів за поліномами Лежандра. 
У даному випадку їх називають кутовими моме-
нтами індикатриси розсіяння і вони дорівнюють 
ωl = (2l + 1) lP , де lP  - поліном Лежандра, усере-
днений по кутах із вагою диференціального пе-
рерізу розсіяння. Для парно-парних ядер за умо-
ви, що σt ≈  σel, нами було отримано вирази для 
коефіцієнтів розкладу [4]: 
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Rel
η  + i

Iml
η  – діагональні елементи сере-

дньої матриці розсіяння; σs1 - перерізи потенціа-
льного розсіяння із l = 1; Т1,3/2 – коефіцієнти про-
никності нейтронів для l = 1 і j = 3/2. 

В оптичній моделі перерізи σel складаються з 
відповідних парціальних перерізів компаундного 
й потенціального розсіяння σel = σc0 + σc1 + σs0 + 
+ σs1, що виражаються через матричні елемен-
ти

l
η . У резонансній теорії середні перерізи та-

кож складаються з відповідних перерізів резона-
нсного й потенціального розсіяння, що у свою 
чергу виражаються через середні резонансні па-
раметри. У випадку вузьких резонансів (Г << D) 
парціальні перерізи оптичної моделі збігаються з 
відповідними перерізами резонансної теорії [6]. 
Це дозволяє матричні елементи 

l
η  виразити че-

рез резонансні параметри. Таким чином, якщо в 
рівняннях (1) - (3) величини σel, ω1, ω2 виразити 
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через середні резонансні параметри, то підгон-
кою розрахованих величин σel, ω1, ω2 до їх експе-
риментальних значень можна визначити середні 
резонансні параметри S0, S1 '

0R , '
1R , S1,3/2, які є 

параметрами підгонки. Із співвідношення S1 = 
= 1/3(S1,1/2 + 2S1,3/2) можна визначити параметр 
S1,1/2. Для проведення розрахунків було викорис-
тано відповідну програму підгонки по мінімуму 
χ2. Підгонка здійснювалась одночасно до трьох 
величин σel, ω1, ω2, а контроль опису кожної з 
них по величині χ2 можна було здійснювати 
окремо.  

 
Отримані результати та їх аналіз 

 
Нові набори середніх резонансних параметрів 

S0, S1, '
0R , '

1R , S1,3/2 ядер титану й заліза визнача-
лись нами з підгонки розрахованих величин σel, 
ω1, ω2 до експериментальних, виміряних автора-
ми роботи [3] (на початку діапазону енергії нами 
проведено додаткове усереднення даних по енер-
гії). Усі інші підгонки, а також оцінки опису 
здійснювались по відношенню до цих даних. 
Проведено також перевірку параметрів роботи 
[2] і рекомендованих параметрів [1] на їх узго-
дженість з експериментальними даними роботи 
[3], що викликано значними розбіжностями між 
ними. Якість опису експериментальних даних 
оцінювалась за величиною χ2 та візуально на 
графіках. Для оцінки надійності даних роботи [3] 
та для загальної оцінки ситуації з експеримента-
льними даними в досліджуваній області енергії 
нижче на рисунках наведено також наявні дані 
інших авторів.  

Титан. На рис. 1 наведено енергетичні залеж-
ності експериментальних величин σel, ω1, ω2 ядер 
титану з роботи [3] та дані робіт [7, 8]. Для по-
кращання наочності рисунка з перерізами σel 
друга точка роботи [3] зменшена в чотири рази, а 
третя – у три рази. З цією ж метою частина роз-
рахунків наведена без перших точок. Як видно з 
рисунка, у даних роботи [3] спостерігаються по-
мітні розкиди та нерегулярності в енергетичних 
залежностях величин ω1, ω2. Крім того, автори 
зазначають, що виміряні до ~ 60 кеВ перерізи є 
заниженими внаслідок резонансного самоекра-
нування і що його вплив на ω1, ω2 є незначним. 
Проте з рисунка видно, що тут спостерігаються 
помітні розкиди цих даних. У даних інших авто-
рів також спостерігаються значні хаотичні роз-
киди, а також хаотичні й систематичні розбіжно-
сті між даними різних авторів, у першу чергу у 
величин ω1, ω2. Кривими на рисунку наведено 
результати розрахунків із різними наборами ре-
зонансних параметрів.  

Кривими 2 на рисунку наведено величини σel, 
ω1, ω2, розраховані з набором параметрів роботи 
[2]: S0 = 1,16(36); S1 = 1,83(49); '

0R  = 3,26(74); 
'
1R  = 6,85(2,37); S1,3/2 = 1,30(23) (тут і далі параме-

три Sl і '
lR  наведено в одиницях 10-4 та Фм відпо-

відно; у дужках указано похибки). Видно, що з 
урахуванням існуючих розкидів опис експериме-
нтальних даних загалом задовільний. Однак роз-
раховані величини ω1 і ω2 при енергіях > 250 кеВ 
помітно більші експериментальних. Крім того, на 
початку діапазону енергії розраховані перерізи 
помітно менші експериментальних, що обумовле-
но заниженою величиною параметра S0.  
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Рис. 1. Енергетична залежність величин σel, ω1, ω2 для 
ядра титану. Значки – експериментальні дані. Криві – 
результати розрахунків із різними наборами резонан-
сних параметрів (див. текст). 

 

Для ядер титану рекомендовано середньозва-
жені величини параметрів [1]: S0 = 3,85; S1 = 1,19; 

'
0R  = 3,88. Із підгонки нами визначено решту па-

раметрів: '
1R  = 3,83; S1,3/2 = 1,53. Розраховані з 

цим набором параметрів величини σel, ω1, ω2 на 
рисунку наведено кривими 3. Видно, що розра-
ховані перерізи помітно перевищують експери-
ментальні майже в усьому діапазоні енергії, а ω1, 
ω2 – менші даних роботи [3]. Проведені розраху-
нки складових перерізів показали, що основною 
причиною неузгодженості розрахованих перері-
зів з експериментальними є завищення парамет-
ра S0, який вносить основний вклад у перерізи. 
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Аналіз повних перерізів титану [9] та відомих 
резонансів у ізотопів титану [1] показав, що в 
основного ізотопу 48Ti (73 % у природній суміші) 
до енергії 100 кеВ існує всього кілька сильних s-
резонансів при D0 ~ 21 кеВ. Виміряні в роботі [3] 
перерізи σel відображають сильний і широкий 
резонанс при енергіях 10 - 30 кеВ, що свідчить 
про недостатнє усереднення даних по резонансах 
на початку діапазону енергії. Характер залежно-
сті повних перерізів від енергії такий, що до ене-
ргії 60 кеВ усереднення в класичному розумінні 
фактично отримати неможливо. Особливості 
цього діапазону енергії підкреслюють і результа-
ти роботи [10], у якій з аналізу повних перерізів 
до 50 кеВ отримано параметр S0 = 15,8(11,5), а до 
200 кеВ – S0 = 4,92(2,18). Усе це обумовило роз-
балансованість експериментальних величин σel, 
ω1, ω2, що в обох наборах параметрів проявилось 
у значних величинах χ2 при їх описі, особливо 
при описі перерізів.  

За таких умов визначення резонансних пара-
метрів шляхом автоматичної підгонки розрахо-
ваних величин σel, ω1, ω2 до експериментальних 
не може дати надійних результатів, оскільки ве-
личина χ2 перестала бути надійним критерієм їх 
опису. Прикладом цього є результати роботи [2], 
величини параметрів S0 і S1 якої зовсім не узго-
джуються з рекомендованими залежностями від 
А [1]. При цьому не враховано, що на початку 
діапазону енергії виміряні перерізи є занижени-
ми. Тому визначення нового набору резонансних 
параметрів нами здійснено в інший спосіб. Для 
цього величини σel, ω1, ω2 були розраховані з на-
бором рекомендованих параметрів. Потім прово-
дились поетапні розрахунки з поступовими змі-
нами величини кожного з параметрів та з частко-
вими підгонками окремих параметрів при фікса-
ції інших для досягнення оптимального опису 
експериментальних даних роботи [3] як за вели-
чиною χ2, так і візуально на графіках. При цьому 
ми намагались урахувати недоліки цих даних та 
досягти максимально можливе усереднене узго-
дження розрахованих величин σel, ω1, ω2 з дани-
ми інших авторів, а отриманих параметрів – із 
рекомендованими їх залежностями від А [1]. У 
такий спосіб було отримано новий набір параме-
трів: S0 = 3,00; S1 = 1,10; '

0R  = 3,26; '
1R  = 5,65; 

S1,3/2 = 1,37. Результати розрахунків на рисунку 
наведено кривими 1. Видно, що загалом опис 
експериментальних даних як візуально, так і за 
величинами χ2 кращий, ніж з попередніми набо-
рами параметрів.  

Залізо. На рис. 2 для ядер заліза наведено 
енергетичні залежності величин σel, ω1, ω2 з ро-
боти [3] та експериментальні дані з робіт [8, 11 - 
13]. Як і в ядер титану, спостерігаються помітні 

розкиди даних роботи [3] та значні розбіжності 
між даними різних авторів. Кривими наведено 
результати розрахунків із різними наборами ре-
зонансних параметрів.  
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Рис. 2. Те ж саме, що і на рис. 1, для ядра заліза. 
 
Кривими 2 наведено результати розрахунків із 

набором параметрів роботи [2]: S0 = 0,38(11); S1 = 
= 0,51(52); '

0R  = 5,23(17); '
1R  = 3,03(33); S1,3/2 = 

= 0,77(24). Якщо враховувати наявні розкиди 
експериментальних даних роботи [3], то їх опис 
за деякими винятками загалом можна вважати 
задовільним. Проте величина параметра S0 у 
шість разів менша від рекомендованих для цієї 
області А [1], унаслідок чого розраховані перері-
зи на початку діапазону енергії менші експери-
ментальних.  

Для ядер заліза рекомендовано середньозва-
жені величини параметрів [1]: S0 = 2,48; S1 = 0,36; 

'
0R  = 5,91. Із підгонки нами отримано решту па-

раметрів: '
1R  = 2,61; S1,3/2 = 1,03. Розраховані з 

цим набором величини σel, ω1, ω2 на рисунку на-
ведено кривими 3. Як видно з рисунка, розрахо-
вані перерізи більші експериментальних майже в 
усьому діапазоні енергії, що обумовлено дещо 
завищеним параметром '

0R ; величини ω1, ω2 по-
мітно менші даних роботи [3], особливо ω1, ве-
личини яких менші всіх наявних даних. Крім то-
го, у цьому наборі із співвідношення 
S1 = 1/3(S1,1/2 + 2S1,3/2) випливає, що величина па-
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раметра S1,1/2 = -0,98. За формулою (3) величина 
ω2 визначається в основному параметрами S1,3/2 і 

'
1R , а на початку діапазону енергії лише парамет-

ром S1,3/2. Із рисунка видно, що визначений з під-
гонки параметр S1,3/2 = 1,03 є мінімально можли-
вим для задовільного опису ω2 роботи [3]. Якщо 
припустити, що S1 = 0,36 і S1,1/2 = 0, то повинно 
бути S1,3/2 = 0,54. При фіксації рекомендованих 
параметрів S0, S1, '

0R  і параметра S1,3/2 = 0,54 з 
підгонки отримано '

1R  = 2,70. Розраховані вели-
чини ω2 на рисунку наведено кривою 4 (величи-
ни σel, ω1 збігаються з кривими 3). Видно, що во-
ни зовсім не описують дані роботи [3], зате до 
енергії ~ 300 кеВ узгоджуються з даними робіт 
[8, 13]. Однак очевидно, що ці дані мають анома-
льну залежність від енергії, яка не характерна 
для величин, усереднених по резонансах компа-
унд-ядра, і яку неможливо описати жодним на-
бором резонансних параметрів. Це означає, що 
найбільш вірогідною причиною нефізичного 
значення параметра S1,1/2 = -0,98 слід вважати 
малу величину параметра S1.  

Резонансна структура в повних перерізах ядер 
заліза, як і в ядер титану, проявляється на почат-
ку досліджуваного діапазону енергії [1, 9]. До 
~100 кеВ існує всього кілька сильних s-резо-
нансів, зокрема  при  енергії 28 кеВ, який, за сло- 

вами авторів роботи [3], обумовив заниження 
виміряних перерізів через резонансне самоекра-
нування. Крім того, в основного ізотопу 56Fe 
(92 % у природній суміші) середня відстань між 
резонансами D0 = 22 кеВ, тобто на початку діапа-
зону енергії усереднення даних роботи [3] є не-
достатнім. Це призвело до розбалансованості 
величин σel, ω1, ω2, що проявилось, як і в титану, 
у досить значних величинах χ2 при описі перері-
зів. За таких умов визначення резонансних пара-
метрів шляхом автоматичної підгонки розрахо-
ваних величин σel, ω1, ω2 до експериментальних 
не може дати надійних результатів, що й підтве-
рдили дані роботи [2]. Тому визначення нового 
набору резонансних параметрів нами здійснено в 
такий же спосіб, як і для ядер титану. У резуль-
таті отримано такі параметри: S0 = 2,00; S1 = 0,75; 

'
0R  = 4,95; '

1R  = 3,52; S1,3/2 = 1,05. Результати роз-
рахунків на рисунку наведено кривими 1. Видно, 
що розраховані величини σel, ω1, ω2 усереднено 
узгоджуються з усією сукупністю експеримента-
льних даних, а опис даних роботи [3] за винят-
ком перерізів за величиною χ2 кращий, ніж з па-
раметрами роботи [2]. Визначені нами параметри 
загалом узгоджуються з наявними залежностями 
їх від А [1]. 

Отримані нами результати для обох ядер на-
ведено в таблиці. 

 
Середні резонансні параметри ядер титану й заліза 

 

Ядро S0
 S1 

'
0R , Фм '

1R , Фм S1,1/2 S1,3/2 

22Ti 3,00(30) 1,10(25) 3,26(32) 5,65(50) 0,56(1,03) 1,37(35) 
26Fe 2,00(40) 0,75(20) 4,95(20) 3,02(55) 0,15(85) 1,05(30) 
 
На завершення слід зробити ще кілька заува-

жень. Наведені на обох рисунках експеримента-
льні дані проявляють такі значні хаотичні й сис-
тематичні розбіжності, що на перший погляд їх 
неможливо описати за допомогою резонансних 
параметрів, а тим більше визначати з них ці па-
раметри. Однак їх уважний аналіз дозволяє зро-
бити певні обнадійливі висновки.  

У зв’язку з цим слід нагадати, що для перева-
жної більшості ядер середні резонансні парамет-
ри визначено шляхом усереднення параметрів 
окремих резонансів, які є резонансами компаунд-
ядра. Формули (2) і (3) отримано нами за пере-
думови, що існують лише потенціальне й компа-
ундне розсіяння нейтронів і усереднення здійс-
нюється по резонансах компаунд-ядра. Залежно-
сті від енергії величин σel, ω1, ω2, розрахованих за 
цими формулами за допомогою резонансних па-
раметрів, мають вигляд, відображений на рисун-
ках кривими. Якщо розраховані величини σel, ω1, 
ω2 адекватно описують експериментальні, то це 

свідчить про відповідність резонансних парамет-
рів експериментальним даним, а в них присутні 
лише потенціальне й компаундне розсіяння. Як-
що цей опис усереднений, то хаотичні чи систе-
матичні відхилення експериментальних даних 
від розрахованих свідчать про вплив на експери-
ментальні дані інших факторів, а не про невідпо-
відність резонансних параметрів. Приклади та-
ких відхилень спостерігаються в залежностях від 
енергії величин ω1, ω2 роботи [3] у обох ядер 
(див. рис. 1 і 2) та в даних із ω2 робіт [8, 13] у 
заліза (див. рис. 2), залежності яких мають ано-
мальний вид і не можуть задовільно описуватись 
резонансними параметрами. 

Виміряні різними авторами перерізи загалом у 
розумних межах узгоджуються між собою, у той 
час як величини ω1, ω2 мають розбіжності, які 
значно перевищують можливі експериментальні 
прорахунки. Їх походження однозначно встано-
вити важко, але можна припустити, що основни-
ми джерелами є різні умови експерименту, зо-
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крема різне енергетичне розділення ∆Е, яке в на-
ведених роботах становить величини: [8] - 
100 кеВ, [13] - 50 кеВ, [7, 11, 12] - 20 кеВ. У  
основних ізотопів титану й заліза середні відста-
ні між резонансами становлять величини D0 ~ 
~ 21 кеВ і D1 ~ 8 кеВ [1]. При енергетичному роз-
діленні ∆Е = 20 кеВ усереднення даних по резо-
нансах є явно недостатнім. Щоб встановити, як 
це проявляється на експериментальних даних, 
нами проведено аналіз диференціальних перері-
зів пружного розсіяння нейтронів ядрами заліза, 
виміряних у роботах [11, 12] (дані взяті нами з 
роботи [7]). Диференціальні перерізи, виміряні 
при різних енергіях, були розкладені нами за по-
ліномами Лежандра методом найменших квадра-
тів (формула (1)). Порівняння отриманих резуль-
татів показало, що в обох роботах виявлено ви-
падки, коли незначні зміни енергії (на 9 чи 
15 кеВ) призводять до змін величин ω1 у три-
чотири рази; при цьому величини ω2 змінюються 
порівняно слабо (до 50 %), а перерізи σel практи-
чно не змінюються. З аналогічними результатами 
виявлено випадки в даних, отриманих в обох ро-
ботах при однакових енергіях. Також було 
з’ясовано, що зміна σ(θ) на великих кутах на ве-
личину експериментальної похибки (~ 8 %) при-
зводить до зміни ω1 майже на 40 %, у той час як 
σel, ω2 практично не змінюються. Звідси видно, 
що джерелами розкидів ω1, ω2 при недостатньо-
му усередненні можуть бути випадковий вибір 
енергії, при якій проводились виміри, різні мето-
дики вимірів, а також точність виміряних пере-
різів σ(θ).  

Співставлення експериментальних даних і ре-
зультатів розрахунків, наведених на рисунках, 
дає підстави вважати, що лише експериментальні 
дані роботи [3] навіть при наявних розкидах і 
нерегулярностях в якійсь мірі відповідають усе-
редненим по резонансах компаунд-ядра. Харак-
тер залежності від енергії величин σel, ω1, ω2 цієї 
роботи  найбільш  відповідає  результатам розра- 

хунків з трьома різними наборами резонансних 
параметрів. Тому визначення резонансних пара-
метрів здійснено з цих даних. Однак згадані ви-
ще їх недоліки не дають змоги отримати надійні 
параметри при застосуванні автоматичної підго-
нки, що й підтвердили дані роботи [2]. За даних 
умов використаний нами спосіб визначення ре-
зонансних параметрів є оправданим, оскільки він 
дозволяє певною мірою врахувати недоліки ек-
спериментальних даних. У результаті для обох 
ядер нами отримано оптимальні величини резо-
нансних параметрів, які загалом усереднено опи-
сують усю сукупністю експериментальних даних 
та узгоджуються із загальноприйнятими залеж-
ностями від А [1], що на сьогодні є одним із важ-
ливих критеріїв при оцінці їх надійності. Ці за-
лежності вже тривалий час постійно уточнюють-
ся, й отриманий нами для заліза параметр S1 не 
суперечить новим даним [1], отриманим для су-
сідніх ядер. Слід ще раз нагадати, що опис екс-
периментальних даних роботи [3] за величиною 
χ2 в обох ядер виявився загалом кращим, ніж з 
параметрами роботи [2]. 

 
Висновки 

 
Для ядер титану й заліза з природним складом 

ізотопів визначено нові повні набори середніх 
резонансних параметрів S0, S1, '

0R , '
1R , S1,3/2 з ана-

лізу середніх експериментальних диференціаль-
них перерізів пружного розсіяння нейтронів ни-
зьких енергій [3]. Проведений аналіз рекомендо-
ваних параметрів [1] показав, що в титану дещо 
завищеним є параметр S0; у заліза параметр '

0R  
завищений, а параметр S1 занижений. Ще одним 
важливим результатом можна вважати той факт, 
що наявні експериментальні дані [3] можна кра-
ще описати без різких і невмотивованих відхи-
лень величин резонансних параметрів від загаль-
ноприйнятих залежностей від А, як це було отри-
мано в роботі [2].  
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СРЕДНИЕ  РЕЗОНАНСНЫЕ  ПАРАМЕТРЫ  ЯДЕР  ТИТАНА  И  ЖЕЛЕЗА 

 
Н. М. Правдивый,  И. А. Корж,  Н. Т. Скляр 

 
С помощью разработанного авторами метода определены полные наборы средних резонансных параметров 

S0, S1, '
0R , '

1R , S1,3/2 ядер титана и железа с естественной смесью изотопов. Определение осуществлено из анали-
за средних экспериментальных дифференциальных сечений упругого рассеяния нейтронов в области энергии 
до 440 кэВ. Проведен также анализ рекомендованных параметров и некоторых литературных данных. 

Ключевые слова: средние резонансные параметры, ядра титана и железа, упругое рассеяние нейтронов. 
 

AVERAGE  RESONANCE  PARAMETERS  OF  Ti  AND  Fe  NUCLEI 
 

M. M. Pravdivy,  I. O. Korzh,  M. T. Sklyar 
 

Full sets of the average resonance parameters S0, S1, '
0R , '

1R , S1,3/2 for Ti and Fe nuclei with natural mixture of iso-
topes are determined by means of the method designed by authors. The determination is realized from analysis of the 
average experimental differential cross sections of neutron elastic scattering in the field of energy before 440keV. 
Analysis of recommended parameters and of some of the literary data had been also performed. 

Keywords: average resonance parameters, 22Ti and 26Fe nuclei, neutron elastic scattering. 
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