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Із аналізу експериментальних диференціальних перерізів пружного розсіяння нейтронів в області енергії до 
440 кеВ визначено повні набори середніх резонансних параметрів S0, S1, '

0R , '
1R , S1,3/2 ядер цирконію і молібде-

ну з природним складом ізотопів. Проведено аналіз отриманих результатів, а також рекомендованих параметрів 
та деяких літературних даних.  

Ключові слова: середні резонансні параметри, ядра цирконію і молібдену, пружне розсіяння нейтронів.  
 

Вступ 
 

Дана робота присвячена визначенню повних 
наборів середніх резонансних параметрів S0, S1, 

'
0R , '

1R , S1,3/2 ядер цирконію і молібдену з приро-
дним складом ізотопів за допомогою розробле-
ного нами методу [1, 2]. Визначення здійснено з 
аналізу середніх експериментальних диференці-
альних перерізів пружного розсіяння нейтронів з 
енергією до 440 кеВ. Метод виявився плідним як 
для отримання нових даних, так і для перевірки 
наявних у літературі параметрів на їхню відпові-
дність експериментальним даним. Така перевірка 
була здійснена по відношенню до повних наборів 
резонансних параметрів, визначених для цих 
ядер у роботі [3] з аналізу в рамках R-матричної 
теорії середніх експериментальних перерізів 
пружного розсіяння нейтронів низьких енергій. 
Також були перевірені параметри, рекомендовані 
МАГАТЕ [4] та Брукхейвенською національною 
лабораторією [5]. Між цими параметрами існу-
ють досить значні розбіжності, що стало одним зі 
стимулів для проведення наших досліджень. 

Розроблений нами метод детально викладено 
в роботах [1, 2], тому нижче описано коротко 
лише його суть. 

 

Методика визначення 
середніх резонансних параметрів 

 

При енергіях до ~450 кеВ розсіяння нейтронів 
ядрами здійснюється переважно з орбітальними 
моментами l = 0 і 1. У цьому випадку диференці-
альні перерізи пружного розсіяння можна розк-
ласти за поліномами Лежандра у вигляді 
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де − µ = cosθ, θ – кут розсіяння; σel – інтеграль-
ний переріз пружного розсіяння; Pl – поліноми 
Лежандра; ω1 і  ω2 – коефіцієнти розкладу дифе-
ренціальних перерізів за поліномами Лежандра. 

Ці коефіцієнти називають кутовими моментами 
індикатриси розсіяння і дорівнюють ωl = (2l + 
+ 1) lP , де lP  − поліноми Лежандра, усереднені 
по кутах із вагою диференціального перерізу ро-
зсіяння. Для парно-парних ядер за умови, що 
σt ≈ σel, нами було отримано вирази для коефіціє-
нтів розкладу [1]: 
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де lη  = Relη  + і Imlη  – діагональні елементи сере-
дньої матриці розсіяння; σel – інтегральні перері-
зи пружного розсіяння нейтронів; σs1 − перерізи 
потенціального розсіяння нейтронів із l = 1; 
Т1,3/2 – коефіцієнти проникності нейтронів для  
l = 1 і j = 3/2.  

В оптичній моделі перерізи σel складаються з 
відповідних парціальних перерізів компаундного 
і потенціального розсіяння нейтронів σel = σc0 + 
+ σc1 +σs0 + σs1, які виражаються через матричні 
елементи lη . У резонансній теорії середні пере-
різи також складаються з відповідних перерізів 
резонансного і потенціального розсіяння, які у 
свою чергу можна виразити через середні резо-
нансні параметри. У випадку вузьких резонансів 
(Г << D) парціальні перерізи оптичної моделі 
збігаються з відповідними перерізами резонанс-
ної теорії [6]. Це дає змогу матричні елементи lη  
виразити через резонансні параметри. Таким чи-
ном, якщо в рівняннях (1) - (3) величини σel, ω1, 
ω2 виразити через середні резонансні параметри, 
то підгонкою розрахованих величин σel, ω1, ω2 до 
їхніх експериментальних значень можна визна-
чити середні резонансні параметри S0, S1, '

0R , '
1R , 

S1,3/2, які є параметрами підгонки. Із співвідно-
шення S1 = (S1,1/2 + 2S1,3/2)/3 можна визначити 
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параметр S1,1/2. Для проведення розрахунків було 
використано відповідну програму підгонки по 
мінімуму χ2. Підгонка здійснювалась одночасно 
до трьох величин σel, ω1, ω2, а контроль по χ2 
можна було здійснювати для кожної величини 
окремо. 
 

Отримані результати та їхній аналіз 
 

Середні резонансні параметри ядер цирконію 
і молібдену з природним складом ізотопів визна-
чались нами з підгонки розрахованих величин 
σel, ω1, ω2 до їхніх експериментальних значень, 
виміряних авторами роботи [7] (на початку діа-
пазону енергії нами було проведено додаткове 
усереднення даних). Усі інші підгонки, проведені 
для перевірки деяких із наявних у літературі ре-
зонансних параметрів, також було здійснено по 
відношенню до експериментальних даних цієї 
роботи. Для обох ядер автори роботи [3] з підго-
нки до цих же даних визначили повні набори ре-
зонансних параметрів, але іншим методом. Деякі 
з цих параметрів мають розбіжності з рекомен-
дованими [4, 5]. Для перевірки їхньої надійності 
нами було розраховано величини σel, ω1, ω2 із ви-
користанням цих наборів і проведено порівняння 
з даними роботи [7]. Визначенню резонансних 
параметрів ізотопів цирконію і молібдену прис-
вячено велику кількість робіт, дані яких були 
використані при створенні рекомендованих па-
раметрів S0, S1 у роботі [4] та параметрів S0, S1, 

'
0R  у роботі [5]. Із цих даних нами було розрахо-

вано середньозважені величини для природного 
складу ізотопів і при їхній фіксації з автоматич-
ної підгонки отримано решту параметрів із пов-
ного набору. Розраховані з цими наборами вели-
чини σel, ω1, ω2 також порівнювались із експери-
ментальними. Якість опису експериментальних 
даних у всіх випадках оцінювалась кількісно за 
величиною χ2 та якісно-візуально на графіках.  

Цирконій. На рис. 1 для ядер цирконію з 
природним складом ізотопів наведено енергети-
чні залежності експериментальних величин σel, 
ω1, ω2 із роботи [7] та дані робіт [8 - 10]. Із рису-
нка видно, що серед наявних даних спостеріга-
ються помітні розбіжності, особливо значні в 
кінці діапазону енергії. Кривими наведено ре-
зультати розрахунків із різними наборами резо-
нансних параметрів.  

Кривими 2 наведено результати розрахунків із 
параметрами роботи [3]: S0 = 0,69(22);  
S1 = 5,08(59); '

0R  = 7,29(38); '
1R  = 0,63(57); 

S1,3/2 = 5,52(25) (тут і далі силові функції наведе-
но в одиницях 10-4, радіуси – в одиницях Фм; у 
дужках указано похибки). Експериментальні дані 
описано загалом задовільно, хіба що розраховані 

величини ω2 занижені майже в усьому діапазоні 
енергії внаслідок малої величини параметра S1,3/2.  
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Рис. 1. Енергетична залежність величин σel, ω1, ω2 для 
ядер цирконію. Значки – експериментальні дані. Кри-
ві – результати розрахунків із різними наборами резо-
нансних параметрів (див. текст).  

 
У роботі [5] для ізотопів цирконію рекомендо-

вано величини параметрів S0, S1 і '
0R , з яких нами 

було отримано середньозважені величини: S0 = 
= 0,58; S1 = 6,42; '

0R  = 7,20. Підгонка дала решту 
параметрів: '

1R  = −0,30; S1,3/2 = 6,62 (автори роботи 
[3] допускають існування від’ємних величин па-
раметра '

1R ). Результати розрахунків із цим набо-
ром на рисунку наведено кривими 3. Коефіцієнти 
ω1, ω2 описано задовільно, однак розраховані пе-
рерізи явно більші експериментальних.  

У роботі [4] для ізотопів цирконію рекомендо-
вано резонансні параметри S0, S1, з яких нами було 
розраховано середньозважені величини: S0 = 0,54; 
S1 = 5,79. Із підгонки отримано решту параметрів: 

'
0R  = 6,95; '

1R  = 1,20; S1,3/2 = 6,56. Результати розра-
хунків на рис. 1 наведено кривими 3. Усі величини 
σel ω1, ω2 описано загалом задовільно.  

Із рис. 1 видно, що всі розглянуті набори 
принципово не описують залежність експериме-
нтальних перерізів від енергії. У зв’язку з цим 
нами проведено аналіз повних перерізів σt, оці-
нених за версією ENDF/B-V [11]. До енергії 
~100 кеВ у них спостерігаються вузькі резонанси 
компаунд-ядра (~100 б); далі – оцінені перерізи, 
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усереднені по резонансах компаунд-ядра. Зага-
лом вони зменшуються з ростом енергії. Однак у 
них спостерігаються кілька резонансів проміж-
ного типу з ширинами ~50 кеВ, через що оцінені 
перерізи на рисунку не наведено. Ці ж резонанси 
присутні й у повних перерізах, виміряних у ро-
боті [12]. Виміри проведено з енергетичним роз-
діленням 35 кеВ при різних товщинах досліджу-
ваного зразка. У результаті було встановлено, що 
величини виміряних перерізів σt суттєво зале-
жать від товщини зразка. Це свідчить про резо-
нансне самоекранування, помітний вплив якого 
спостерігається аж до енергії  
1 - 1,5 МеВ. Особливо значний він до енергії 
500 - 600 кеВ. При одній і тій же товщині зразка 
його вплив збільшується при зменшенні енергії. 
Із зростанням енергії перерізи, екстрапольовані 
до нульової товщини зразка, навіть при наявності 
резонансів проміжної структури помітно змен-
шуються. Один із таких резонансів якраз і роз-
ташований в області ~400 - 450 кеВ, що обумо-
вило збільшення перерізів, наведених на рис. 1.  

Таким чином, є підстави вважати, що експе-
риментальні перерізи σel, наведені на рис. 1, на 
початку діапазону енергії зменшені внаслідок 
резонансного самоекранування, а в кінці – збі-
льшені за рахунок резонансів проміжного типу. 
Вплив цих факторів на величини ω1, ω2 до цього 
часу фактично не досліджений, однак дані, наве-
дені на рис. 1, свідчать, що він існує. Це дає підс-
тави вважати, що залежності від енергії експери-
ментальних величин σel, ω1, ω2 не відповідають 
таким, які повинні бути у величин, усереднених 
по резонансах компаунд-ядра. Автоматична під-
гонка до таких величин не може дати надійних 
резонансних параметрів. Тому їхнє визначення 
нами проведено в інший спосіб.  

Розрахунки величин σel, ω1, ω2 проведено з 
рекомендованими параметрами [4], а потім вони 
проводились поетапно з поступовими змінами 
величин кожного з параметрів для досягнення 
прийнятного опису експериментальних даних. 
При цьому за основу надійності визначених па-
раметрів нами було використано рекомендовані 
залежності їх від масового числа А [5]. У резуль-
таті отримано такий набір параметрів: S0 = 0,55; 
S1 = 6,00; '

0R  = 7,10; '
1R  = 1,20; S1,3/2 = 6,78. На 

рис. 1 результати розрахунків наведено криви- 
ми 1. З урахуванням згаданих факторів досягну-
то загалом оптимального опису експерименталь-
них даних. Отримані нами параметри S0, S1, '

0R  у 
межах похибок узгоджуються з рекомендовани-
ми параметрами та з їхніми залежностями від А; 
параметри '

1R  і S1,3/2 також узгоджуються з їхніми 
залежностями від А [3]. Таким чином, проведені 

дослідження загалом підтвердили надійність ре-
комендованих параметрів [4, 5].  

Проведений аналіз свідчить, що надійність 
резонансних параметрів, отриманих шляхом усе-
реднення відомих параметрів розділених резона-
нсів, можна встановити лише шляхом перевірки 
їхньої відповідності середнім перерізам, які вони 
за визначенням повинні добре описувати. Харак-
терним прикладом цього є дані фундаментальної 
роботи [13], у якій із аналізу ~130 резонансів яд-
ра 90Zr (~52 % у природному складі ізотопів), ви-
міряних в області енергії до ~300 кеВ, визначено 
параметри: S0 = 0,54; S1,3/2 = 4,3; S1,1/2 = 3,9 (звідси 
S1 = 4,17). При фіксації цих параметрів із підгон-
ки нами визначено решту параметрів: '

0R  = 7,52; 
'
1R  = 2,62. Співставлення величин параметрів 

цього набору з попередніми показує, що величи-
на параметра S1,3/2 суттєво менша, ніж в інших 
розглянутих нами наборів. У результаті коефіці-
єнти ω2 не описуються (для порівняння див. 
рис. 1, крива 2).  

Moлібден. На рис. 2 для ядер молібдену наве-
дено енергетичні залежності експериментальних 
величин σel, ω1, ω2 із роботи [7] та дані з робіт [4, 
8 - 10]. На рисунку наведено також оцінені повні 
перерізи σt за версією ENDF/B-V [11]. Загалом 
вони узгоджуються з перерізами σel, наведеними 
на рисунку. Проте на початку діапазону енергії 
перерізи роботи [7] помітно менші оцінених. З 
цього приводу слід відзначити, що в області ене-
ргії до ~50 кеВ оцінені перерізи σt розташовані 
вище переважної більшості експериментальних 
даних [11]. Очевидно, що автори оцінок ураху-
вали ефекти резонансного самоекранування, які 
обумовили заниження експериментальних пере-
різів і не були враховані авторами робіт, зокрема 
й авторами роботи [7] (аналогічна ситуація спо-
стерігалась у перерізів цирконію). Кривими на 
рисунку наведено результати розрахунків із різ-
ними наборами резонансних параметрів.  

Кривими 2 на рисунку наведено величини σel, 
ω1, ω2, розраховані з набором параметрів роботи 
[3]: S0 = 0,40(5); S1 = 4,70(52); '

0R  = 7,33(13); 
'
1R  = 3,92(39); S1,3/2 = 5,90(50). Цей набір параме-

трів задовільно описав лише величини ω1, в ін-
ших даних помітні розбіжності.  

Для ізотопів молібдену рекомендовано параме-
три S0, S1 і '

0R  [5], із яких нами вирахувано серед-
ньозважені величини S0 = 0,59; S1 = 5,88 і '

0R  = 6,94. 
Із підгонки отримано решту параметрів: '

1R  = 4,17 і 
S1,3/2 = 7,18. Результати розрахунків на рисунку на-
ведено кривими 3. Отриманий опис коефіцієнтів 
ω2, ω1 задовільний, але розраховані перерізи на 
початку діапазону енергії дещо завищені.  



М.М. ПРАВДИВИЙ,  І О. КОРЖ,  М.Т. СКЛЯР 

350 

0 100 200 300 400 500
7

8

9

4

 [7]
 [8]
 [9]
 [10]
 [11]

3

1

2

ω
2

ω
1

En, keB

σ e
l, b

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8 4
1 3

2

 42Mo

 

 

0,0

0,2

0,4

0,6

4
3

1

2 

 

 
Рис. 2. Те ж саме, що й на рис. 1, для ядер молібдену. 

 
У роботі [4] для ізотопів молібдену рекомен-

довано параметри S0, S1, із яких нами отримано 
середньозважені величини: S0 = 0,52 і S1 = 6,18. Із 
підгонки визначено решту параметрів: '

0R  = 
6,60; '

1R  = 4,73; S1,3/2 = 7,09. Результати розрахун-
ків на рисунку наведено кривими 4. Опис експе-
риментальних даних загалом задовільний (за ви-
нятком перерізів).  

Проведений аналіз показав, що всі набори па-
раметрів принципово не описують залежність від 
енергії перерізів σel. Аналогічна картина спосте-
рігалась і у цирконію. Це дає підстави вважати, 
що перерізи молібдену також деформовані про-
цесами, механізми яких відмінні від компаунд-
ного і потенціального розсіяння. На початку діа-
пазону енергії експериментальні перерізи зани-
жені внаслідок резонансного самоекранування, 
що випливає з аналізу повних оцінених перерізів 
[11]. Перерізи ядер цирконію в кінці діапазону 
енергії завищені існуючими проміжними резона-
нсами [11, 12]. У ядер молібдену прямі докази 
існування таких резонансів начебто відсутні. Але 
з рис. 1 і 2 видно, що в обох ядер залежність від 
енергії експериментальних величин σel, ω1, ω2 
загалом ідентична. Тому є підстави вважати, що 
в кінці діапазону енергії перерізи (як і величин 
ω1, ω2) молібдену також завищені проміжними 
процесами, хоча експериментальних підтвер-
джень цього припущення не існує.  

З урахуванням наведеного вище нами визначе-
но новий набір резонансних параметрів, здійсне-
ний у такий же спосіб, як і для ядер цирконію: S0 = 
0,45; S1 = 5,90; '

0R  = 6,84; '
1R  = 5,14; S1,3/2 = 7,09. 

Він оптимально описує наявні експериментальні 
дані, а його параметри S0, S1 і '

0R  загалом у межах 
похибок узгоджуються з рекомендованими пара-
метрами та з їхніми залежностями від А.  

Отримані нами резонансні параметри ядер 
цирконію і молібдену наведено в таблиці. 

 
Середні резонансні параметри ядер цирконію і молібдену 

 

Ядро S0 · 104 S1 · 104 '
0R , Фм '

1R , Фм S1,1/2· 104 S1,3/2· 104 
Zr 0,55(25) 6,00(26) 7,10(26) 1,20(45) 4,44(1,0) 6,78(32) 
Мо 0,45(15) 5,90(30) 6,84(25)      5,14(1,25)      3,52(1,27) 7,09(45) 

 
Основними механізмами взаємодії нейтронів з 

ядрами в досліджуваній області енергії є компа-
ундне і потенціальне розсіяння. Але вони є лише 
двома крайніми випадками взаємодії. У реально-
сті між ними до досягнення повної статистичної 
рівноваги компаундного стану відбуваються  
передрівноважні вильоти нейтронів, які несуть 
інформацію про часову тривалість і ступінь рів-
новаги відповідної стадії. Час життя компаунд-
ного стану при повній статистичній рівновазі 
~1/Г (у обох досліджуваних ядер Г << 1 кеВ) 
значно більший часу встановлення цієї рівноваги 
~1/D (D ~ 3 кеВ) [5]. Саме за час установлення 
статистичної рівноваги й відбуваються передрів-
новажні вильоти нейтронів. Ці процеси по-різ-
ному проявляються в експериментальних перері-

зах. Наприклад, у цирконію у вигляді проміжних 
резонансів із ширинами ~50 кеВ, які значно бі-
льші ширин резонансів компаунд-ядра [11, 12]. 
Якщо час проміжної взаємодії близький до часу 
прямої взаємодії, то ширини резонансів стають 
надто великими і в перерізах вони можуть про-
являтись просто їхнім збільшенням. Скоріш за 
все такі процеси і спостерігаються в перерізах 
молібдену при енергіях ~300 - 600 кеВ [11]. Уна-
слідок цього вони стали відмінними від тих, які 
мали б бути при наявності лише потенціального і 
компаундного розсіяння. Тому їх неможливо 
описати за допомогою резонансних параметрів.  

Фактично до цього часу не існує кількісного 
опису прямих, передрівноважних і рівноважних 
процесів у всій їхній повноті. Не існує також пе-
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вних рецептів для розділення експериментальних 
даних на вклади, що відповідають кожному ме-
ханізму взаємодії нейтронів з ядрами. Лише з 
вигляду експериментальних даних можна зроби-
ти висновок про їхню присутність. Якщо вклади 
прямих і рівноважних процесів існуючі моделі 
дозволяють вираховувати, то для опису перед-
рівноважних процесів чітких теоретичних меха-
нізмів не існує, а відтак і можливості їхнього ро-
зрахунку. Зокрема, це обумовлено відсутністю 
надійної експериментальної інформації про ці 
процеси, оскільки виділити їх на фоні компаунд-
ної і потенціальної взаємодії часто не завжди 
можливо. Цьому сприяє та обставина, що в силу 
специфіки взаємодії нейтронів з ядрами в резо-
нансній області виміряні перерізи значною мі-
рою залежать від умов експерименту (геометрія 
експерименту, енергетичне розділення тощо). 
Усе це спричиняє помітні розбіжності між пере-
різами, виміряними в різних лабораторіях [11], і, 
як наслідок, між резонансними параметрами [5].  

При наявності надійних резонансних параме-
трів різниця між експериментальними величина-
ми σel, ω1, ω2 і розрахованими могла б служити 
кількісною мірою вкладів проміжних процесів. 
Отримані систематичні дані можна було б вико-
ристати при створенні нових теоретичних меха-
нізмів взаємодії нейтронів з ядрами в цій області 
енергії. Під надійністю резонансних параметрів 
тут розуміється їхня відповідність лише компау-
ндному і потенціальному розсіянню. Одним із 
шляхів підтвердження надійності резонансних 
параметрів є остаточне встановлення й теоретич-
не обґрунтування їхніх залежностей від масового 
числа А. На сьогодні є вагомі підстави вважати, 
що ця залежність повинна узгоджуватись із роз-
рахунками за оптичною моделлю. Однак у реа-
льності це спостерігається не завжди. Наприклад, 
у роботі [4] рекомендовані величини параметра 

S1: 90Zr - S1 = 3,8(5); 94Zr - S1 = 9,4(1,2); 92Mo - S1 = 
= 3,6(6); 96Mo - S1 = 7,1(1,6). У той же час радіуси 
потенціального розсіяння всіх ізотопів майже 
однакові за величиною та добре узгоджуються з 
розрахунками за оптичною моделлю [5]. Така 
картина характерна для багатьох ядер [5], що 
свідчить про те, що залежності силових функцій 
від А остаточно ще не впорядковані. Досліджен-
ня в цьому напрямку почалися давно і продов-
жуються до сьогодні.  

 
Висновки 

 
У даній роботі визначено повні набори серед-

ніх резонансних параметрів S0, S1, '
0R , '

1R , S1,3/2 
для ядер цирконію і молібдену з природним скла-
дом ізотопів. Параметри S0, S1 і '

0R  обох ядер у 
межах похибок узгоджуються з рекомендованими 
та підтверджують їхні залежності від масового 
числа А [5]. Загалом отримано задовільний опис 
експериментальних даних, усереднених по резо-
нансах компаунд-ядра. Деякі відхилення розрахо-
ваних перерізів від експериментальних, що спо-
стерігаються в кінці діапазону енергії, можна по-
яснити впливом інших механізмів взаємодії нейт-
ронів із ядрами, відмінних від компаундного і по-
тенціального розсіяння. Усе це підтверджує на-
дійність визначених нами та рекомендованих для 
обох ядер параметрів. Щодо рекомендованих па-
раметрів, то це стосується тільки середньозваже-
них величин для природного складу ізотопів. Па-
раметри окремих ізотопів мають значні відхилен-
ня від них. У роботі [3] фактично вперше наведе-
но результати систематичних досліджень залеж-
ностей параметрів '

1R , S1,3/2 і S1,1/2 від А. Отримані 
нами параметри обох ядер загалом узгоджуються 
з цими залежностями й тим самим підтверджують 
установлені авторами закономірності.  
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СРЕДНИЕ  РЕЗОНАНСНЫЕ  ПАРАМЕТРЫ  ЯДЕР  ЦИРКОНИЯ  И  МОЛИБДЕНА 

 
Из анализа экспериментальных дифференциальных сечений упругого рассеяния нейтронов в области энер-

гии до 440 кэВ определены средние резонансные переметры S0, S1, '
0R , '

1R , S1,3/2 ядер циркония и молибдена с 
естественной смесью изотопов. Проведен анализ полученных результатов, а также рекомендованных парамет-
ров и некоторых литературных данных.  

Ключевые слова: средние резонансные параметры, ядра циркония и молибдена, упругое рассеяние нейтронов.  
 

M. M. Pravdivy,  I. O. Korzh,  M. T. Sklyar 
 

AVERAGE  RESONACE  PARAMETERS  OF  ZIRCONIUM  AND  MOLYBDENUM  NUCLEI 
 

Full sets of average resonance parameters S0, S1, '
0R , '

1R , S1,3/2 for zirconium and molybdenum nuclei with natural 
mixture of isotopes are determined by means of the method designed by authors. The determination is realized from 
analysis of the average experimental differential cross sections of neutron elastic scattering in the field of energy before 
440 keV. Analysis of recommended parameters and some of the literary data had been performed also.  

Keywords: average resonance parameters, zirconium and molybdenum nuclei, neutron elastic scattering. 
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