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Розраховано перерізи злиття ізотопів 58Ni, 64Ni та різних ізотопів олова на основі потенціалу взаємодії, обра-
хованого в рамках напівмікроскопічного підходу. При обчисленні перерізів злиття з урахуванням зв’язку із ста-
нами 2+ та 3- в ядрах, що взаємодіють, отримано хороший збіг із наявними експериментальними даними. Вияв-
лено відповідність ізотопічної залежності нуклонних густин ядер,  потенціалів взаємодії та перерізів злиття. 
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Вступ 
 

Для розрахунку різних характеристик ядерних 
реакцій необхідно знати потенційну енергію вза-
ємодії між ними. Тому величина і радіальна за-
лежність потенціалу взаємодії ядер на малих від-
станях між ними є принципово важливими для 
опису перерізів реакцій у будь-якій моделі. Для 
його обчислення на даний час розроблено доста-
тньо велику кількість різноманітних підходів  
[1 - 9]. Зазвичай при розрахунку перерізів злиття 
використовуються феноменологічні ядерні поте-
нціали, параметри яких підганяються за відоми-
ми експериментальними даними. Натомість, ми 
обраховуємо потенціал напівмікроскопічним чи-
ном, у рамках підходу густини енергії та моди-
фікованого методу Томаса - Фермі (ММТФ) [10, 
11]. Аналітичний варіаційний метод для розра-
хунку нуклонних густин у наближенні досить 
різкого краю ядра в рамках ММТФ був розвину-
тий у роботах [10 - 14]. Явні аналітичні вирази 
для густин нуклонів у наближенні малої товщи-
ни дифузного шару порівняно з радіусом криви-
ни ядерної ефективної поверхні були отримані в 
[15 - 17]. Метою даної роботи є дослідження 
зв’язку між розподілами нуклонних густин ядер, 
що взаємодіють, з потенціалами ядерно-ядерної 
взаємодії, перерізами злиття та виявлення їхньої 
ізотопічної залежності. 

 
Розрахунок потенціалу взаємодії 

 
Потенційну енергію взаємодії двох ядер V(R) 

на відстані R між ними можемо визначити як  
різницю енергій зв’язку системи двох ядер на 
скінченій 12 ( )E R  і на нескінченій 1 2E E+  відста-
нях між ними [10 - 14]: 

 

12 1 2( ) ( ) ( )V R E R E E= − + ,              (1) 
 

1 1 1( ), ( ) ,p nE r r dr⎡ ⎤= ε ρ ρ⎣ ⎦∫  
 

2 2 2( ), ( ) .p nE r r dr⎡ ⎤= ε ρ ρ⎣ ⎦∫             (2) 

Відповідні енергії зв’язку E1 та E2 можна лег-
ко знайти, знаючи розподіл нуклонних густин в 
ядрах та використовуючи відомий вираз для  
функціонала густини енергії [10 - 15]. Енергія Е12 
визначається таким чином [10 - 14]: 

 

12 1 2 1 2( ) ( , ), ( ) ( , )p p n nE r r R r r R dr⎡ ⎤= ε ρ + ρ ρ + ρ⎣ ⎦∫ . 

(3) 
Ядерно-ядерний потенціал на кінцевих від-

станях між поверхнями ядер обумовлений взає-
модією нуклонів в області перетину розподілів 
густин нуклонів. Тому урахування градієнтних 
доданків у густинах кінетичної та потенційної 
енергій є важливим для більш точного обчислен-
ня значень потенціалу. Ми враховуємо градієнтні 
доданки до членів другого порядку по ħ2.  

Для того щоб записати ці формули у явному 
вигляді, необхідно задати вираз для густини ене-
ргії, який із використанням залежних від густини 
сил Скірма можна представити у вигляді 

potε = τ + ε  [10 - 14], де через τ ми позначили гус-
тину кінетичної енергії, а εpot – потенційної. Гус-
тина кінетичної енергії з точністю до членів дру-
гого порядку по ħ має вигляд 2TFτ = τ + τ , де, у 
свою чергу, τ = τp+ τn – сума густин кінетичних 
енергій протонів і нейтронів. Тут 

 
5/3

,TF q qkτ = ρ                          (4) 
 

є густиною кінетичної енергії нуклонів у набли-
женні Томаса - Фермі (q приймає значення n або 

p відповідно), 
22 35 (3 )

3
k = π , а τ2 – вираз для гра-

дієнтної поправки другого порядку по ħ [10, 11]: 
 

2
2

2 1 2

( )q
q q

q

b b
∇ρ

τ = + ∇ ρ
ρ

.               (5) 

 

Окрім того, градієнтні поправки входять і до 
густини потенційної енергії, а саме до тієї части-
ни, що пов’язана із спін-орбітальною взаємодією 
[10, 11]: 

 
©  В. О. Нестеров, 2014 



ІЗОТОПІЧНА ЗАЛЕЖНІСТЬ ПОТЕНЦІАЛУ ВЗАЄМОДІЇ  

21 

2

3 4

( )q q qSO
pot q

q q

f f
b b

f f
∇ ∇ρ ∇

ε = + ρ +  

 
2 2

2
5 6 .q q

q m q
q q

f W
b b h

f f
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇

+ ρ + ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

              (6) 

 
В останніх двох формулах 1 1 / 36b = , 

2 1 / 3b = , 3 1 / 6b = , 4 1 / 6b = , 5 1 /12b = −  та 

6 1 / 2b =  – числові коефіцієнти, 2 / 2mh m= . Та-
кож введено позначення 

 

0( ) ( )
( ) 2q q

q

r WW
J r
δε= = ∇ ρ + ρ
δ

, 

 
тут величина fq  виражається через параметри сил 
Скірма: 

 

1 1 2 2 2 2 1 12

2 1 1 1 1 1 11 1 1
4 2 2 4 2 2q q

mf t x t x t x t x
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + ρ + + − + ρ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

 
де W0 є константою спін-орбітальної взаємодії і 
залежить від вибору параметризації потенційних 
сил Скірма, q приймає значення n або p відповід-
но, ρ = ρn + ρp. Внесок доданка класичного мето-
ду Томаса - Фермі є домінантним, особливо в 
об’ємі ядра, але на поверхні ядра градієнтні поп-
равки починають відігравати суттєву роль, особ-
ливо для потенційної енергії [13 - 17].  

Густина потенційної енергії при використанні 
сил Скірма є добре відомою [8, 10 - 14]. 

Ядерні частини отриманих потенціалів у по-
дальшому апроксимувалися в околі бар’єра за 
допомогою відомого потенціалу Вудса - Саксона, 
параметри якого будуть нам потрібні для розра-
хунку перерізів злиття за допомогою програми 
CCFULL [19]. Програма CCFULL працює саме з 
потенціалами у формі потенціалу Вудса - Саксо-
на, вона враховує зв’язок із станами 2+ та 3- в  
ядрах, що взаємодіють.  
 

Отримані результати 
 

Нормальні протонні та нейтронні густини бу-
ло одержано в рамках підходу Хартрі - Фока - 
Боголюбова [20, 21] із силами Скірма. На рис. 1 
наведено приклад застосованих нами густин для 
ізотопів нікелю. Саме цей підхід було обрано 
тому, що одержані в його рамках густини добре 
описують експериментальні дані у поверхневому 
шарі та в області перетину нуклонних густин, що 
є особливо важливими для опису злиття ядер.  

На рис. 2 показано густини різних ізотопів 
олова. З рисунків видно, що по мірі зростання 
кількості нейтронів збільшується протяжність 
нейтронної густини. Це, у свою чергу, призво-
дить до появи нейтронної шуби, що збільшує 
потенціал взаємодії, особливо у при поверхнево-
му шарі та в області хвостів розподілу.  

На основі одержаних розподілів нуклонних 
густин в рамках підходу густини енергії та мо-
дифікованого методу Томаса - Фермі з викорис-
танням сил Скірма, залежних від густини, було 

побудовано потенціали ядерно-ядерної взаємодії.  
На рис. 3 наведено результати розрахунку яде-

рної частини потенціалів взаємодії 64Ni з різними 
ізотопами олова. З рисунка видно, що по мірі зро-
стання масового числа ізотопу олова потенційна 
яма захоплення становиться глибше та ширше, а 
висота бар’єра зменшується (рис. 4). Зменшення 
висоти бар’єра пояснюється тим, що по мірі зро-
стання масового числа розподіли нуклонних ста-
ють більш протяжними (див. рис. 1 і 2), тому  
сильнішою стає ядерна взаємодія на великих  
відстанях. 
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Рис. 1. Нормальні нейтронні та протонні розподіли 
густини, одержані для ядер 64Ni та 58Ni в рамках методу 
Хартрі - Фока - Боголюбова. Для порівняння наводять-
ся експериментальні розподіли зарядової густини [22].  
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Рис. 2. Нормальні нейтронні та протонні розподіли 
густини, одержані для ізотопів олова з різними масо-
вими числами в рамках методу Хартрі - Фока - Бого-
любова. Для порівняння наводяться експериментальні 
розподіли зарядової густини [22]. 
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Рис. 3. Ядерна частина потенціалів взаємодії ядра 64Ni 
та ізотопів олова з різними масовими числами. 

 
Ядерні частини отриманих потенціалів апро-

ксимувалися в околі бар’єра за допомогою по-
тенціалу Вудса - Саксона, приклад такої апрок-
симації наведено на рис. 5. На рисунку також 
приблизно позначено точки дотику ядер Rt та 
положення бар’єра Rb. Як бачимо, ядерна части-
на потенціалу взаємодії дуже добре апроксиму-
ється потенціалом Вудса - Саксона на відстанях 

більших або порядку точки дотику. Саме на цій 
ділянці величина потенціалу визначає переріз 
підбар’єрного злиття. Значення потенціалу в  
середині ядра не справляє на переріз злиття сут-
тєвого впливу. 
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Рис. 4. Зміна положення вершини потенційного 
бар’єра та дна ями захоплення при взаємодії ядра 58Ni 
та ізотопів олова з різними масовими числами A. 
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Рис. 5. Приклад апроксимації ядерної частини потен-
ціалу взаємодії як функції від відстані між центрами 
мас ядер за допомогою потенціалу Вудса - Саксона 
для реакції 64Ni + 124Sn. 

 
Параметри отриманого потенціалу Вудса - 

Саксона в подальшому використовувалися для 
розрахунку перерізів злиття за допомогою відо-
мої програми CCFULL. У розрахунках ми врахо-
вували зв’язок із станами 2+ та 3- в ядрах, що вза-
ємодіють, експериментальні дані по цих станах 
було взято з робіт [23 - 26]. На рис. 6 наведено 
перерізи злиття, одержані для ядра 58Ni та різних 
ізотопів олова, що демонструють цілком розумну 
поведінку. Одержані в рамках запропонованого 
методу результати добре збігаються з наявними 
експериментальними даними [27, 28] (рис. 7). 

 
Висновки 

 
У роботі було розраховано перерізи злиття 

атомних ядер на основі потенціалу взаємодії, об-
рахованого в рамках напівмікроскопічного під- 
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Рис. 6. Перерізи злиття, одержані для ядра 58Ni та 
різних ізотопів олова, в залежності від кінетичної 
енергії Е та масового числа ізотопів A. 

Рис. 7. Перерізи злиття, одержані для ядер 64Ni та 
132Sn. 

 
ходу. Обчислення перерізів  злиття виконувалось 
за допомогою програми CCFULL, при цьому 
враховувався зв’язок із станами 2+ та 3- в ядрах, 
що взаємодіють. Одержані в рамках запропоно-
ваного методу результати добре збігаються з на-
явними експериментальними даними.  

Обчислені в роботі перерізи злиття демонстру-
ють яскраво виражену ізотопічну залежність – по 

мірі росту масового числа ізотопу олова протяж-
ність нейтронних густин збільшується, це призво-
дить до зростання величини ядерної взаємодії на 
більших відстанях від центра ядра. У свою чергу, 
зростання ядерної взаємодії повинне зменшувати 
величину потенційного бар’єра, а це призводить 
до збільшення перерізів злиття, що й спостеріга-
ється на прикладі отриманих результатів. 
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ИЗОТОПИЧЕСКАЯ  ЗАВИСИМОСТЬ  ПОТЕНЦИАЛА  ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 

И  СЕЧЕНИЯ  СЛИЯНИЯ 
 
Рассчитаны сечения слияния изотопов 58Ni, 64Ni и различных изотопов олова на основе потенциала взаимо-

действия, полученного в рамках полумикроскопического подхода. При вычислении сечений слияния с учетом 
связи с состояниями 2+ и 3- во взаимодействующих ядрах получено хорошее согласие с имеющимися экспери-
ментальными данными. Выявлено соответствие изотопической зависимости нуклонных плотностей, потенциа-
лов взаимодействия и сечений слияния. 

Ключевые слова: ядро, ядерно-ядерный потенциал, изотопическая зависимость, сечение слияния. 
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Institute for Nuclear Research, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv 
 

ISOTOPIC  DEPENDENCE  IN  NUCLEAR-NUCLEAR  INTERACTION  POTENTIAL 
AND  FUSION  CROSS-SECTION 

 
Fusion cross sections and interaction potentials for 58Ni, 64Ni and different tin isotopes were obtained within the 

semi microscopic framework. The coupling to 2+ and 3- states in the interacting nuclei has been taken into account in 
the fusion cross sections calculation. Good agreement with experimental data and isotopic dependences of nucleon den-
sities, interaction potentials and fusion cross-sections were founded. 

Keywords: nuclear, nuclear-nuclear interaction potential, isotopic dependence, fusion cross section. 
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