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Получены приближенные выражения для нестационарных волновых функций, описывающих движение час-

тиц под прямоугольным потенциальным барьером, и их параметров. Предложен простой метод уточнения зна-
чений этих величин. 
 

Введение 
 
Движение частиц в ограниченной области 

пространства описывается волновыми пакетами 
[1]. При описании, например, одномерного дви-
жения частиц вдоль оси x  волновой пакет (ВП) 
обычно представляют в виде суперпозиции 
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( , ) ( ) ( , ) exp( / )x t g k F k x iEt dkϕ
∞

= −∫        (1) 

 
стационарных волновых функций ( , )F k x  час-
тиц с волновым числом k , массой m  и энергией 

2 2 / 2E k m=  с весами 
 

( ){ }2( ) exp / 2g k C k k k∆⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ , 
 

3/ 2 1/ 2[(2 ) ]C kπ ∆ −= ,                   (2) 
 

где C  – нормировочный множитель, k  – сред-
нее значение волнового числа частиц в пакете, а 

k∆  – параметр ширины пакета. Для описания 
туннелирования весовые множители (2) в ВП (1) 
следует заменить распределениями [2] 

 

( ){ }2
0( ) exp / 2 ( )g k C k k k i k k x∆⎡ ⎤= − − − −⎣ ⎦ ,    (3) 

 
где 0 0x <  – точка приготовления (источник) ВП. 
Если точка 0x  выбрана достаточно далеко слева 
от барьера, чтобы взаимодействием ВП с барье-
ром в момент времени 0t =  можно было пренеб-
речь, то налетающий ВП можно получить подста-
новкой в ВП (1) стационарной волновой функции 
свободного движения ( , ) exp( )F k x ikx=  и после-
дующим интегрированием [2, 3]: 
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где 
0 vinx x t= + ,     1/ 4

0 0( / )C s π= ,  
 

0 /ins s i t m= + ,    2
0 ( ) / 2s k∆ −= ,         (5) 

v /k m= , а 2 2 / 2E k m= . Из этих формул вид-
но, что в момент времени 0t =  центр налетаю-
щего ВП находится в точке 0x x= , а амплитуда и 
начальная ширина этого ВП определяются пара-
метром k∆ . Таким образом, интегральное пред-
ставление ВП (1) с весовыми множителями (3) 
удовлетворяет нестационарному уравнению 
Шредингера для свободного движения и содер-
жит все необходимые начальные и граничные 
условия. В экспериментах величина k∆  обычно 
значительно меньше величины k . В работе [4], 
например, использовался пучок нейтронов со 
значением 0,05k k∆ = . 

Отраженную, подбарьерные и прошедшую 
компоненты ВП тоже можно получить подста-
новкой в формулу (1) соответствующих стацио-
нарных волновых функций и последующим при-
ближенным интегрированием. Приближенные 
выражения для отраженной и прошедшей ком-
понент ВП были найдены в работе [5]. Там же 
были найдены и приближенные выражения для 
параметров, определяющих амплитуды, положе-
ния центров и ширины этих компонент в различ-
ные моменты времени. Они нужны для опреде-
ления вероятности отражения ВП барьером, ве-
роятности прохождения ВП сквозь барьер и вре-
мени туннелирования. Целью этой работы явля-
ется вывод выражений для подбарьерных компо-
нент ВП и их параметров. Они необходимы для 
исследования движения частиц под барьером. 
Туннелирование играет важную роль во многих 
процессах в биологии, квантовой электронике, 
физике и химии, поэтому оно должно быть изу-
чено и само по себе.  

 
Приближенное представление  
подбарьерных компонент 

 
Ограничимся простейшим случаем туннели-

рования частиц слева направо вдоль оси x  
сквозь прямоугольный потенциальный барьер 
шириной a  и высотой 0U , локализованный в 
интервале [0, a ]. ВП (1) в этом случае можно 
представить в виде 
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где 2
0 02 /V mU= , ( , )f k x  – стационарная вол-

новая функция  частиц под барьером, а ( , )h k x  – 
над барьером. Из формулы (3) видно, что основ-
ной вклад в интегралы в формуле (6) дает об-
ласть волновых чисел 2 2k k k k k∆ ∆− ≤ ≤ + . 
Рассмотрим случай, когда 02k k V∆+ < . В этом 
случае вторым интегралом в формуле (6) можно 
пренебречь. 

Под барьером стационарная волновая функ-
ция частицы равна сумме  

 
( , ) ( )exp( ) ( )exp( )f k x A k qx A k qx+ −= − + +  

 
экспоненциально затухающего и экспоненциаль-
но нарастающего решений стационарного урав-
нения Шредингера с амплитудами 

 
( ) ( )exp( ) /A k k k iq qa d± = ± ± ± ,                (7) 

 

где 2 1/ 2
0[ ]q V k= − , а 2 2( )sh(d k q qa)= − +  

2 ch( )ik qa+ . Составим волновые функции 
 

0

( , ) ( ) ( )exp( / )x t g k A k qx iEt dkϕ
∞

± ±= −∫ ∓     (8) 
 

из этих решений с весовыми множителями (3). 
Нетрудно убедиться, что волновые функции (8) 
удовлетворяют нестационарному уравнению 
Шредингера для подбарьерного движения 
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Из определений (7) следует, что амплитуды 
( )A k±  – гладкие функции энергии. Представим 

их в виде 
 

( ) exp(2 ( ))A k i kδ± ±= .                    (10)  
 
Ограничимся тремя первыми членами в раз-

ложениях 
 

( ) ( ) ( )( )n n nk k k k kδ δ δ ′= + − +  
 

2(1/ 2) ( )( )n k k kδ ′′+ − + ⋅⋅⋅ ,               (11) 
 

2( )( ) (1/ 2) ( )( )q q q k k k q k k k′ ′′= + − + − + ⋅⋅⋅ ,  (12) 

где 2 1/ 2
0[ ]q V k= − , а штрих обозначает диффе-

ренцирование по волновому числу k . В этом 
случае интегрирование в формуле (8) приводит к 
выражениям  
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с параметрами 

 

0 ( )C C A k± ±= ,                          (14) 
 

0( ) ( / )[( 2 ( ) v ]x t i q k x k tδ± ±′= ± ±∓           (15) 
 

и  
 

2
0[ 2 ]s (x, t) (q/k) s i (k) q (k)x i( /m)tδ± ±′′ ′′= − + +  (16)  

 

(в этих формулах учтено, что /q k q′ = − ). При 
учете большего числа членов в разложениях (11) 
и (12) интегралы в формуле (8) не выражаются 
через элементарные функции. 

Выражения (13) - (16) приближенные. Они 
дают только общий вид волновых функций 

( , )x tψ±  и приближенную структуру их парамет-
ров. Для уточнения этих выражений выясним 
вначале, при каких значениях параметров x±  и 
s±  волновые функции (13) удовлетворяют урав-
нению (9). 

 
Решения нестационарного  
уравнения Шредингера 

 
Прямой подстановкой нетрудно убедиться, 

что волновые функции (13) удовлетворяют урав-
нению (9), если 

 
0( ) ( / )x t x i q m t± ±= ± ,                  (17) 

 
0( ) ( / )s t s i m t± ±= − ,                     (18) 

 

где 0x±  и 0s±  – начальные значения параметров x±  
и s± . Параметры C± , 0x±  и 0s±  не определяются из 
уравнения (9) и должны находиться из условий 
непрерывности волнового пакета и его произ-
водных по координате и по времени на границах 
барьера. 

Для определения параметров ВП нужно 
сформировать 12 комплексных уравнений. Но 
сшивание вне- и подбарьерных составляющих 
ВП и их производных по координате и по време-
ни дает только половину из этих уравнений. Для 
вывода недостающих уравнений нужно обосно-
вать, сформировать и сшить линейно независи-
мые комбинации отдельных составляющих ВП и 
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их производных. Для решения полученной таким 
образом системы нелинейных алгебраических 
уравнений нужно построить матрицу производ-
ных этих уравнений по параметрам и найти при-
ближенные начальные значения параметров, 
близкие к значениям корней системы [6]. Все это 
превращает определение параметров C± , 0x±  и 0s±  
из условий непрерывности волнового пакета и 
его производных на границах барьера в чрезвы-
чайно трудоемкую задачу. Ниже предлагаются 
более простые способы определение параметров 
C± , 0x±  и 0s± . 

Найдем сначала приближенные выражения 
для этих величин. 

 
Приближенные выражения  
для параметров C± , 0x±  и 0s±  

 
Зависимость от времени параметров (17) та-

кая же, как и зависимость параметров (15), по-
этому выражения (15) можно использовать в ка-
честве приближенных выражений для парамет-
ров x± . В этом случае 

 
0

0( / )[( 2 ( )]Rx i q k x kδ± ′= ± ∓ .           (19) 
 

Ситуация же с величинами 0s±  несколько 
сложнее. 

Сравнение формул (16) и (18) показывает, что 
интегрирование в формуле (8) при ограничении 
тремя первыми членами в разложениях (11) и 
(12) приводит к неверной зависимости  парамет-
ров s±  от координаты и от времени. Волновые 
функции (13) с параметрами (16), в отличие от 
волновых функций (8), не удовлетворяют урав-
нению (9). Для того чтобы волновые функции 
(13) удовлетворяли этому уравнению, параметры 
(16) не должны зависеть от координаты x , а за-
висимость их от времени должна быть такой же, 
как и зависимость параметров (18). Следователь-
но, в качестве приближенных выражений для 
параметров s±  в волновых функциях (13) вместо 
выражений (16) нужно использовать выражения  

 
2

0( ) ( / ) [ 2 ( )] ( / )s t q k s i k i m tδ± ±′′= − − .        (20)  
 

В этом случае параметры 0s±  в формуле (18) 
примут вид 

 
0 2

0( / ) [ 2 ( )]s q k s i kδ± ±′′= − .                (21)  
 
Таким образом, для качественного исследова-

ния подбарьерного движения можно использо-
вать волновые функции (13) с параметрами (14), 

(15) и (20). При этом амплитуды (14) и началь-
ные значения параметров (15) и (20) – параметры 
(19) и (21) – определяются теми же величинами, 
что и параметры налетающего ВП (4) (см. фор-
мулы (5)). Следовательно, интегральные пред-
ставления подбарьерных компонент (8) не только 
удовлетворяют уравнению (9), но и содержат все 
начальные и граничные условия, необходимые 
для определения волновых функций (13). 

Из формулы (14) видно, что приближенные 
значения амплитуд C±  в волновых функциях 
(13)  выражаются произведениями коэффициента 

0C , определенного в формуле (5), и амплитуд 
подбарьерной стационарной волновой функции 

( , )f k x . 
Величина 0 2 ( ) vx k tδ+′− +  в формуле (15) 

описывает движение из точки, смещенной из по-
ложения источника 0x x= , слева направо, так 
как 0 0x < , а величина 0 2 ( ) vx k tδ−′− + −  – дви-
жение из точки, смещенной из мнимого изобра-
жения источника 0x x= − , справа налево. Сме-
щения определяются величинами 

 

2 ( )x k∆ δ± ±′= ∓ .                   (22) 
 
Они обусловлены взаимодействием ВП с 

барьером (исходный ВП при 0t =  не ограничен 
в пространстве). Используя формулы (7), (10) и 
(11), нетрудно получить и явные выражения для 
смещений (22): 

 

1 1 ka dx i
q q dk

∆ ±

′⎛ ⎞
= ± −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∓ ,              (23) 

где 
 

2 2 2
02

(2 ) [2 ( ) ch( )sh( )]d ika kq k q iV qa qa
d d q
′ −
= − − + , 

 
2 2 2 2 2

04 sh ( )d k q V qa= + .  
 

Множитель /i q k  в формулах (13) и (14) обу-
словлен изменением волновых чисел частиц при 
входе их в барьер.  

Формула (20) определяет характер изменения 
параметров s±  в процессе туннелирования. Уже 
в момент времени 0t =  параметры s±  отличают-
ся от начального значения параметра ширины 
налетающего пакета 0s  слагаемым 

 
2s i∆ δ± ±′′= −                          (24) 

 

и множителем 2( / )q k . Величины s∆ ±  обуслов-
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лены искажением ВП барьером. Учитывая опре-
деления (7), (10) и (11), можно показать, что 

 
2

0
3 32

1 aVd d ks i
d d q qk

∆ ±

′′ ′⎛ ⎞= − + ± ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

,         (25) 

где 
 

20
22

2 1 (2 )
(2 )

k iV ad d ika
d d qika q
′′ ′−
= − −

−
. 

 

Множитель 2( / )q k  обусловлен изменением 
волновых чисел частиц при входе их в барьер. 
По аналогии с соответствующим множителем в 
волновых пакетах высоковозбужденных состоя-
ний атомов и молекул [7] его можно назвать ко-
эффициентом сжатия. При k q<  параметр s±  
увеличивается, а при k q>  уменьшается по ве-
личине. Зависимость параметров s±  от времени 
определяется величиной ( / )i m t− . 

Из определений (22) - (25) видно, что измене-
ния параметров волновых функций (13) не зави-
сят от выбора положения источника ВП 0x  и оп-
ределяются только волновыми числами частиц 
вне барьера и под барьером, а также высотой и 
шириной барьера. 

Приближенный характер параметров C± , 0x±  и 
0s±  обусловлен учетом только подбарьерных ста-

ционарных волновых функций в интегральных 
представлениях (8) и ограничением тремя пер-
выми членами в разложениях (11). Первое огра-
ничение допустимо лишь в том случае, когда 

02k k V∆+ < , а второе – когда ( )n k kδ ∆′′ <<  

( )n kδ ′<< . Перейдем теперь к выводу более об-

щих выражений для параметров C± , 0x±  и 0s± . 
 

Вывод формул для уточнения  
параметров C± , 0x±  и 0s±  

 
Из формул (13), (17) и (18) видно, что  

 
0 0( , 0) [( ) / ] / ( , 0)x x x s q xψ ψ
±± ± ±′ = − ∓ ,       (26)  

 
0 0 2( , 0) ( / 2 ){[( ) / ]x i m x x s qψ
± ±± = − +∓  

 
0

0(1/ ) }/ ( , 0)s V xψ
± ±+ − ,                      (27) 

 
где штрих обозначает дифференцирование по 
координате x , а точка над буквой – дифферен-
цирование по времени. Исключив величины 
( ) /x x s q± ±− ∓  из этих уравнений, получим сле-
дующие выражения для параметров 0s± : 

2
0

2 2
0

( , 0) .
( , 0) (2 / ) ( , 0) ( , 0) ( , 0)

xs
V x i m x x x

ψ
ψ ψ ψ ψ±

±

± ± ± ±

=
′− −

(28) 
 

Значения этих величин можно вычислить, ис-
пользуя вместо волновых функций ( , )x tψ±  ин-
тегральные представления этих функций (8). По 
этим же представлениям можно определить и 
значения производных волновых функций  

( , )x tψ±  по координате и по времени: 

0

( , ) ( ) ( )exp( / )x t g k A k qx iEt qdkψ
∞

± ±′ = −∫∓ ∓ ,  (29) 

 

2

0

(2 / ) ( , ) ( ) ( )exp( / ) .ni m x t g k A k qx iEt k dkψ
∞

±= −∫ ∓

(30) 
 

Интегрирование в формулах (8), (29) и (30) мо-
жет быть легко выполнено численно. 

Волновые функции и их производные в пра-
вой части формулы (28) зависят от координаты 
x . Но вероятность прохождения частиц сквозь 
барьер существенна лишь в том случае, когда 
длина ВП значительно больше ширины барьера 
[5]. В этом случае величины 0s± , вычисленные по 
формуле (28), должны слабо зависеть от коорди-
наты x . Предварительные вычисления подтвер-
дили этот вывод.  

После вычисления значений величин 0s±  из 
уравнения (26) можно вычислить значения пара-
метров 0x± : 

 
0 0( ( , 0) / ( , 0) )x x x x q sψ ψ
± ±± ±′= − ± ,        (31) 

 

а из определений (13) – значения амплитуд C± : 
 

0 0 2 0exp{ [( ) / 2 ] } ( , 0)C s x x s qx xψ
± ± ±± ±= − − ± .   (32) 

 

Это более точный и универсальный метод оп-
ределения параметров C± , 0x±  и 0s± , чем опреде-
ление их по формулам (14), (15) и (20). Его мож-
но использовать и в тех случаях, когда условие 

( ) ( )n nk k kδ ∆ δ′′ ′<<  не выполняется, и при таких 

значениях энергии частиц, при которых надба-
рьерной составляющей в ВП (6) пренебрегать 
уже нельзя. 

Полученные таким образом выражения для 
подбарьерных составляющих ВП и их параметров 
могут использоваться как для исследования эво-
люции ВП под барьером, так и для определения 
начальных значений параметров ВП при определе-
нии их из условий непрерывности волнового паке-
та и его производных на границах барьера. 
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ДО  ОПИСУ  РУХУ  ЧАСТИНОК  ПІД  БАР’ЄРОМ 

 
О. К. Зайченко 

 
Одержано наближені вирази для нестаціонарних хвильових функцій, що описують рух частинок під прямо-

кутним потенціальним бар’єром, та їх параметрів. Запропоновано простий метод уточнення значень цих вели-
чин. 

 
TO  THE  DESCRIPTION  OF  THE  SUBBARIER  PARTICLES’  MOVING  

 
A. K. Zaichenko 

 
The approximate expressions for the nonstationary wave functions, describing the movement of the particles under 

the rectangular potential barrier, and their parameters are obtained. Simple method of more accurate determination of 
these values is proposed. 
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