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ПОТЕНЦІАЛ МОДИФІКОВАНОГО МЕТОДУ ТОМАСА - ФЕРМІ 

ТА ЙОГО АНАЛІТИЧНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ НА ПРИКЛАДІ ВЗАЄМОДІЇ 
16О З ІЗОТОПАМИ ОЛОВА 112,114,116,118,120,122,124Sn 

 

Густини розподілу нуклонів та потенціали ядерно-ядерної взаємодії для ядра 16O та ізотопів 
112,114,116,118,120,122,124Sn було розраховано в рамках модифікованого методу Томаса - Фермі, з урахуванням усіх 

доданків до членів другого порядку по ћ у квазікласичному розкладі кінетичної енергії. В якості нуклон-

нуклонної взаємодії використовувалися сили Скірма, залежні від густини нуклонів. Для одержаного потенціалу 

знайдено вдалу параметризацію, що дає змогу представити його в аналітичній формі.  

Ключові слова: нуклонна густина, сили Скірма, ядерно-ядерний потенціал, відштовхувальний кор, аналітич-

не представлення. 
 

1. Вступ 
 

Протягом усього часу існування теоретичної 
ядерної фізики одним з основних її завдань було 
вивчення особливостей взаємодії атомних ядер. 
Для розрахунку таких фундаментальних харак-
теристик ядерних реакцій, як перерізи різних 
процесів, спочатку необхідно знати потенціальну 
енергію ядерної взаємодії [1 - 4]. З цієї точки 
зору особливий інтерес представляє інформація 
про величину та радіальну залежність потенціалу 
взаємодії на малих відстанях між ядрами. 

На жаль, потенціал нуклон-нуклонної взаємо-
дії, особливо її ядерної частини, нині не досить 
гарно визначено. Загалом можна сказати, що 
якісно його можна розділити на ядерну, кулонів-
ську та відцентрову частини, де властивості двох 
останніх уже досить добре вивчені. Але ситуація 
з ядерною частиною набагато складніша. У да-
ний час для її апроксимації використовується 
велика кількість різних моделей [1 - 24], а висоти 
бар’єра в потенціалі ядерно-ядерної взаємодії, 
що впливають на механізм ядерних реакцій у 
межах цих моделей, можуть істотно відрізнятися. 
З цієї причини інформація про потенціал ядерно-
ядерної взаємодії та висоти бар’єрів є принципо-
во важливою для опису процесу реакції. 

З усіх методів, що використовуються для по-

будови потенціалу ядерно-ядерної взаємодії, для 

нашої роботи ми обрали квазікласичний підхід. 

У цьому підході розподіл нуклонної та енерге-

тичної густини розраховується за модифікова-

ним методом Томаса - Фермі із залежними від 

густини силами Скірма [4, 7, 8, 10, 11, 13 - 24]. 

На даний момент існує велика кількість успіш-

них параметризацій взаємодії Скірма. У своїй 

роботі ми використовуємо параметризацію SkP, 

при цьому квазікласичний розклад кінетичної 

енергії за ступенями ħ враховує всі можливі до-

данки до ħ2. Попередні розрахунки для конкрет-

них ядерних задач, проведені як нами, так і 

іншими авторами, свідчать, що це досить точне 

наближення, яке ми будемо використовувати в 

подальшій роботі. За таких умов модифікований 

підхід Томаса - Фермі із силами Скірма добре 

описує розподіл густини нуклонів, енергії 

зв’язку, середньоквадратичні радіуси та багато 

інших характеристик основного та збудженого 

станів атомних ядер [25 - 33]. 

У модифікованому наближенні Томаса - Фер-

мі із силами Скірма ядерно-ядерний потенціал  

на малих відстанях між поверхнями ядер,  

що зіштовхуються, демонструє потенціальний 

бар’єр, який пов’язаний з кулонівським відштов-

хуванням ядер та ядерним притяганням. При 

подальшому зменшенні відстані між ядрами від 

радіуса бар’єра потенціальна енергія плавно 

збільшується. Однак, у модифікованому набли-

женні Томаса - Фермі із силами Скірма ядерно-

ядерний потенціал на досить малих відстанях 

між ядрами, коли густини ядер суттєво перекри-

ваються, має відштовхувальний кор [7, 10, 13, 14, 

17 - 21]. Цей відштовхувальній кор пов’язаний зі 

значною величиною нестисканності ядерної 

матерії [13, 14, 18, 21]. Зазначимо, що відштов-

хування потенціалу на малих відстанях між 

ядрами існує в потенціалі Проксіміті [5] та у мік-

роскопічному підході [11, 16, 20]. Пружне розсі-

яння з урахуванням кора потенціалу розглядало-

ся у роботах [13, 14, 18, 21 - 24, 34, 35]. Також 

вплив відштовхувального доданку потенціалу 

дав змогу описати глибоко-підбар’єрне пригні-

чення злиття важких ядер [36 - 38].  
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У розділах 2 та 3 наведено математичний апа-
рат, необхідний для реалізації обраного підходу. 
Розділ 4 містить обговорення отриманих резуль-
татів та наших висновків відповідно.  

 

2. Розрахунок потенціалу в рамках 
модифікованого методу Томаса - Фермі 

 

Як зазначалося вище, потенціал ядерно-
ядерної взаємодії V(R) складається з ядерної 
VN(R), кулонівської Vcoul(R) і відцентрової Vl(R) 
частин, які залежать від відстані R між центрами 
мас ядер: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ).N coul lV R V R V R V R= + +  (1) 
 

Для кулонівської та відцентрової частин нами 
було використано загальновідомі вирази, які 
можуть бути знайдені, зокрема, у роботах [19, 22, 
23].  

Розрахуємо ядерну частину VN(R) потенціалу 

взаємодії в рамках розширеного методу Томаса -

Фермі з урахуванням усіх членів другого поряд-

ку за ħ у напівкласичному розкладанні кінетич-

ної енергії [4, 7, 8, 10, 11, 13 - 24]. В якості нук-

лон-нуклонної взаємодії будемо використовува-

ти залежні від густини сили Скірма, а саме 

параметризацію SkP [31]. У наших розрахунках 

маємо справу з наближенням «заморожених» 

густин, яке цілком застосовне для енергій, що 

лежать в околі бар’єра. 

Потенціал ядерно-ядерної взаємодії визнача-

ється як різниця між енергіями двох ядер, коли 

вони розташовані на кінцевій E12(R) і нескінчен-

ній E1(2) відстані один від одного [8, 10]: 
 

 ( )12 1 2( ) ( ) .NV R E R E E= − +  (2) 

 

Зауважимо, що енергія системи на нескінченній 

відстані є сумою енергій зв’язку для окремих 

ядер: 
 

12 1 2 1 2( ) [ ( ) ( , ), ( ) ( , )] ,p p n nE R r r R r r R dr=   +  +
(3) 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
, .

p n
E r r dr   = 

 
 (4) 

 

Тут через 1(2)𝑛 та 1(2)𝑝 ми позначили нейтронну 

або протонну густину ядра 1(2) відповідно, 

1(2) 1(2)[ ( ), ( )]p nr r    являє собою густину енергії, 

𝑅 є відстанню між центрами мас ядер.  

Густину енергії ми можемо розглядати як 

суму кінетичної, потенціальної та кулонівської 

частин, за використання сил Скірма її вигляд 

добре відомий [23 - 27, 29, 31]: 
 

( )
2

2 2 2

0 0 0

1 1 1
1

2 2 2 2
kin pot coul n pt x x

m

    
 =  +  +  = + +  − +   + +    

    
 

 

( )2 2 2

3 3 3

1 1 1
1

12 2 2
n pt x x     

+  +  − +   + +    
    

 

 

1 1 2 2 2 2 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1

4 2 2 4 2 2
t x t x t x t x
          

+ + + + + + − +           
          

 

 

( )
2

1 1 2 2

1 1 1
( ) 3 1 1

16 2 2
n n p p t x t x

    
   +   + + − +  −    

    
 

 

( ) ( )( )
22

1 1 2 2

1 1 1
3

16 2 2
n pt x t x

    
− + + +   +  +    

    
 

 

 
0

1
.

2
n n p p coulW J J J + +  +  +    (5) 

 

Через εkin ми позначили густину кінетичної 

енергії, яка є першим доданком у виразі, εpot – 

потенційної, а εcoul є густиною кулонівської енер-

гії. Величини t0, t1, t2, t3, x0, x1, x2, x3, α, W0 є пара-

метрами взаємодії Скірма. Доданки, пропорційні 

t0 та t3, відповідають силам нульового радіуса дії. 

Доданок, пропорційний t0, пов’язаний з притя-

ганням, на той час як доданок з t3 задає відштов-

хування і зростає у міру збільшення густини 

ядерної речовини. Це запобігає колапсу ядерних 

систем. Доданки, пропорційні t1 та t2, вносять 

поправку на скінченність радіуса дії ядерних сил. 

При збільшенні величини нуклонної густини 

внесок цих членів до загальної енергії зростає. 

Константи x0, x1, x2 та x3 описують обмінні ефек-

ти і пов’язані зі спіновою та ізоспіновою асимет-
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ріями, W0 є константою спін-орбітальної взає-

модії. 
Густина кінетичної енергії з точністю до 

членів другого порядку по ħ має вигляд 

2TF =  +   [7, 8, 10, 11, 23, 26, 27], де в свою 

чергу, τ = τp + τn – сума густин кінетичних 
енергій протонів і нейтронів. Тут [26, 27] 
 

 5/3

, ( ) ( )TF n p n pk =   (6) 
 

є густиною кінетичної енергії нейтронів 
(протонів) у наближенні Томаса - Фермі, 

2
2 3

5
(3 )

3
k =  , а τ2 – повний вираз для градієнтної 

поправки другого порядку по ħ [26, 27]: 
 

2

2

2 1 2 3

( ) ( )q q q

q q

q q

f
b b b

f

  
 = +   + +


 

2 2
2

2

4 5 6 ,
q q q

q q m q

q q q

f f W
b b b h

f f f

    
+  +  +       

   
      (7) 

 

у якій 1 1/ 36b = , 2 1/ 3b = , 3 1/ 6b = , 4 1/ 6b = , 

5 1/12b = −  та 6 1/ 2b =  – числові коефіцієнти, 

2 / 2mh m= , останній доданок у формулі (7) 

пов’язаний з урахуванням спін-орбітальної взає-

модії. Також введені позначення: 
 

 0( )
( )

( ) 2
q q

q

r W
W

J r


= =   +


, (8) 

 

а величина fq виражається через параметри сил 

Скірма: 

  

 1 1 2 2 2 2 1 12

2 1 1 1 1 1 1
1 1 1 ,

4 2 2 4 2 2
q q

m
f t x t x t x t x

           
= + + + + + + − +            

           
 (9) 

 

де W0 є константою спін-орбітальної взаємодії і 

залежить від вибору параметризації сил Скірма. 

Внесок доданку Томаса - Фермі є домінантним, 

особливо в об’ємі ядра, але на поверхні ядра гра-

дієнтні поправки починають відігравати суттєву 

роль.  

Енергію кулонівської взаємодії Ecoul ми 
можемо побудувати у наближенні взаємодії двох 
рівномірно заряджених сфер, яке докладно 
розглядалося у роботі [39]. Нехай Q1 та Q2 –

заряди сфер (Q1(2) = e  Z1(2)), R1 та R2 – їхні 
радіуси, а R – відстань між центрами. Тоді для 
кулонівського доданку розглядаємо три випадки: 

 

 
( )( )

2 2 21 2
1 2 1 23

1

1 2 1 2

4
21 2

1 2 1 2 1 23 3

1 2

1 2
1 2

3 1 1
. 0 , .

2 3 5

. ,

1 6 30 , .
160

. ,

сoul

Q Q
I R R R R R R

R

II R R R R R

E Q Q y
y y R R R R y R R R

R R R

Q Q
III R R R

R

  
  − − − 

 
− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −


−   +
=   

− − + + = + −  
 

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

+ 


.










 
 
 
 
 

                  (10) 

 

У даній роботі будемо розглядати взаємодію 

ядра 16O та ізотопів 112,114,116,118,120,122,124Sn, розра-

хувавши для цих систем потенціал ядерно-

ядерної взаємодії в рамках модифікованого під-

ходу Томаса - Фермі. Для цього перш за все 

необхідно знати густини розподілу нуклонів у 

взаємодіючих ядрах. Ми будемо використовува-

ти нуклонні густини, одержані в рамках цього ж 

модифікованого підходу Томаса - Фермі з сила-

ми Скірма, для яких будемо застосовувати пара-

метризацію SkP [31]. Густини розподілу нукло-

нів для ядер 16O та ізотопів 112,114,116,118,120,122,124Sn, 

одержані у такий спосіб, показано на рис. 1. 

Знаючи нуклонні густини, отримуємо вираз 

для густини енергії та розраховуємо потенціал 

ядерно-ядерної взаємодії в рамках модифікова-

ного підходу Томаса - Фермі із силами Скірма 

(1) - (9). На рис. 2 наведено отримані нами повні 

потенціали взаємодії для ядра 16O та ізотопів 
112,114,116,118,120,122,124Sn, а на рис. 3 можна побачити 

їхню ядерну частину. Одержані потенціали ма-

ють цілком реалістичну форму, демонструючи на 

малих відстанях наявність кора суттєвого від-

штовхування, також можемо відзначити їхню 

закономірну ізотопічну поведінку. На рис. 4 на-

водиться порівняння нашого потенціалу з добре 
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відомим потенціалом Проксіміті [5], що часто 

використовується при розв’язку різноманітних 

задач ядерної фізики, і якому також притаманний 

кор відштовхування. Як бачимо, в області притя-

гання потенціали добре збігаються, але мають 

відмінності в області кора.  
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Рис. 1. Густини розподілу нуклонів для ядер 16O та ізотопів 112,114,116,118,120,122,124Sn, 

одержані в рамках модифікованого методу Томаса - Фермі. 
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Рис. 2. Повні потенціали ядерно-ядерної взаємодії для 
ядра 16O та ізотопів 112,114,116,118,120,122,124Sn, одержані в 
рамках модифікованого методу Томаса - Фермі, з 
урахуванням кулонівської енергії у формі (10).  

Рис. 3. Ядерна частина потенціалів ядерно-ядерної 
взаємодії для 16O та ізотопів 112,114,116,118,120,122,124Sn, 
одержаних в рамках модифікованого методу Томаса - 
Фермі.  
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Рис. 4. Порівняння ядерної частини та повних потенціалів ядерно-ядерної взаємодії в околі бар’єра, отриманих 
в рамках модифікованого методу Томаса - Фермі (ETF) та потенціалу Проксіміті [5] (Proximity77) на прикладі 
системи 16O + 120Sn. 
 

3. Аналітичне представлення 
потенціалу взаємодії 

 

Заради зручності проведення розрахунків бу-
ло б дуже корисним представити отриманий на-
ми потенціал таким чином, аби мати змогу пра-
цювати з ним в аналітичній формі. При цьому 
для адекватного опису параметрів ядерних реак-
цій дуже важливим є врахування кора відштов-
хування, що накладає певні вимоги на форму 
параметризації потенціалу. З огляду на це, тра-
диційна форма параметризації Вудса - Саксона 
нас не може влаштовувати. 

Для того, щоб надати нашому аналітичному 
потенціалу більш реалістичного вигляду, враху-
ємо у ньому ще один доданок, за формою анало-
гічний виразу для кінетичної енергії у методі 
Томаса - Фермі, який повинен забезпечити необ-
хідне відштовхування на малих відстанях. Це ми 
робимо за певною аналогією з тим, що робили в 
[19], де працювали з потенціалами подвійної 
згортки, значним чином покращивши в такий 
спосіб отримані результати. Тобто, загальний 
вираз для потенціалу набуває вигляду 

 

 ( ) ( ) ( ).FIT WS kinV R V R V R= +  (11) 
 

Тут VWS(R) є загальновідомою формою потен-

ціалу Вудса - Саксона 

 ( )
( )0 0

0

/
,

1
WS R R d

V
V R

e
−

−
=

+
 (12) 

 

а Vkin(R) є кінетичним доданком у формі методу 
Томаса - Фермі. 

У методі Томаса - Фермі кінетична енергія 
пропорційна ρ5/3 (6), тому кінетичний доданок у 
потенціал апроксимуємо 

 ( )
( )

5
3

/
.

1

c
kin R C a

V
V R

e
−

 
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+ 
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У результаті наш аналітичний потенціал набуває 
остаточного вигляду: 

 ( )
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d

V
V R

e
e

− −
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+

 (14) 

 

У формулі (14) містяться шість параметрів під-
гонки V0, R0, d0, 0, С, a. Значення цих параметрів 
знаходимо через мінімізацію для максимально 
точного опису реалістичного потенціалу, знай-
деного в рамках модифікованого підходу Тома-
са - Фермі із силами Скірма. Отримані параметри 
потенціалу для розглядуваних у роботі реакцій 
наведено у таблиці.  
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Параметри аналітичного представлення потенціалу для розглядуваних реакцій 
 

Реакція V0, МеВ R0, фм d0, фм ρ0, МеВ3/5 С, фм , фм 
16O + 112Sn 56,9276 8,3276 0,6925 19,5691 4,8733 1,0464 
16O + 114Sn 57,2611 8,3592 0,6943 19,4159 4,9109 1,0418 
16O + 116Sn 57,8346 8,3863 0,6963 19,3746 4,9401 1,0469 
16O + 118Sn 58,2066 8,4176 0,6991 19,1976 4,9761 1,0401 
16O + 120Sn 57,8419 8,4757 0,7010 19,0403 4,9865 1,0353 
16O + 122Sn 58,3944 8,5028 0,7022 18,8679 5,0203 1,0299 
16O + 124Sn 58,7612 8,5337 0,7037 18,7619 5,0416 1,0304 
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Рис. 5. Потенціали ядерно-ядерної взаємодії для 16O та 

ізотопів 112,114,116,118,120,122,124Sn, одержані в рамках 

модифікованого методу Томаса - Фермі, а також 

представлення відповідного потенціалу в аналітичній 

формі (VFIT) (14).  
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На рис. 5 можна побачити апроксимацію ви-

разом (14) ядерної частини потенціалів взаємодії, 

яку розраховано в рамках модифікованого підхо-

ду Томаса - Фермі із силами Скірма, для взаємо-

дії ядра 16O та ізотопів 112,114,116,118,120,122,124Sn. 

Апроксимацію вдалося провести настільки точ-

но, що в масштабах графіка відхилення практич-

но непомітні. Таким чином, запропонована 

форма потенціалу підгонки дуже добре описує 

реалістичний потенціал ядерно-ядерної взаємо-

дії, отриманий у числових розрахунках. З прак-

тичним застосуванням даного аналітичного ви-

разу можна ознайомитися у роботі [35], де його 

було застосовано для обчислення перерізів 

пружного розсіяння реакцій 16O + 40Ca, 16O + 90Zr 

та 16O + 56Fe.  

Крім того, можна використовувати лише 

першу частину виразу (перші три параметри), 

отримуючи в результаті потенціал на зразок по-

тенціалу Вудса - Саксона, що добре збігається з 

розрахунковим потенціалом до дна потенційної 

ями. Потенціали такого вигляду успішно вико-

ристовувалися нами, зокрема, у роботах [22 - 24, 

34] для розрахунку перерізів реакцій.  
 

4. Висновки 
 

У роботі було розраховано потенціали ядер-

но-ядерної взаємодії в рамках модифікованого 

підходу Томаса - Фермі із залежними від густини 

силами Скірма для ядра 16O та ізотопів 
112,114,116,118,120,122,124Sn, при цьому густини нукло-

нів було отримано в тому ж самому підході. Для 

сил Скірма було використано параметризацію 

SkP [31]. У знайдених потенціалах наявний кор 

відштовхування, що є важливим, зокрема, при 

розрахунках поперечного перерізу пружного 

розсіяння.  

Знайдено вдалу параметризацію потенціалу 

ядерно-ядерної взаємодії, яка добре описує вели-

чину потенціалу модифікованого методу Тома-

са - Фермі із залежними від густини силами 

Скірма, що може бути використана для обчис-

лення конкретних параметрів ядерних реакцій 

[22 - 24, 34, 35].  
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THE POTENTIAL OF THE MODIFIED THOMAS - FERMI METHOD 
AND ITS ANALYTICAL REPRESENTATION ON THE EXAMPLE OF THE INTERACTION 

OF 16O WITH TIN ISOTOPES 112,114,116,118,120,122,124Sn 
 

Nucleon distribution densities and nucleus-nucleus interaction potentials for the 16O nucleus and 
112,114,116,118,120,122,124Sn isotopes were calculated within the framework of the modified Thomas - Fermi method, taking 
into account all terms to the second-order of ћ in the quasiclassical expansion of kinetic energy. Skyrme forces 
dependent on the nucleon density were used as nucleon-nucleon interaction. A successful parameterization was found 
for the obtained potential, which allows to present it in an analytical form.  
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